Ekvationer & Funktioner

Ekvationer

Ekvationstyp 1: Ekvationer av férsta graden

Nar vi |6ser ekvationer av forsta graden anvander vi oss
av de fyra grundlaggande raknesatten for att berdkna x.

e Vid minus tar man plus
e Vid plus tar man minus
e Vid ganger tar man delat med
e Vid delat med tar man ganger

Ekvationstyp 2: Andragradsekvationer
Det finns tre olika typer av andragradsekvationer. For

varje typ finns det en I6sningsmetod.

Funktioner
Linjara funktioner

Sammanfattning Matematik 3

Potensfunktioner

y=kx+m

y=ax?>+bx+c

y=ax3+bx?>+cx+d

Falll —Roten ur | Fall2 —bryta ut Fall3 —PQ-formeln
x> —-49=0 x*—-8x=0 x> —4x-5=0
x?2 =49 X(X— 8) =0 (-4) 4\ 2
_ I\ x=-52 () -9
= x=0 x-8=0 |¥=2xV4+5

x=8 |x=2%3
X1:_7x2:7 x1:0 xZ:8 x1:_1 x2:5

Vid potensekvationer stravar man efter
att fa variabelns exponent till 1.

Exempel: Bestdm x om x5 = 20.
(xS)l/S — 201/5
xt =205

Svar: x =~ 1,82

Exempel: Bestim x om x%* = 30.

(x2,4)1/2,4 = 301/24

x =30'2% ~ 4,125

Ekvationstyp 4: Exponentialekvationer
Exponentialekvationer innebar att vi har
variabeln som exponent. For att I6sa
exponentialekvationer maste man
anvanda logaritmer.

Exempel: 1,28%% = 5,2
1g1,28%3* =1g5,2
3x-1g1,28 =1g5,2

Svar:

_ lg52

~ 31g1,28
Svar: x =~ 2,23
Sammanfattning

e Ekvationer av férsta graden - de fyra raknesatten

e Andragradsekvationer - roten ur/faktorisera/PQ

e Allmdnna potensekvationer — hoj upp bada sidor
med exponentens inverterade varde

e Exponentialekvationer - Logaritmera for att fa ner x.

v

y=ax*+bx3+cx?>+dx+e

Exponentialfunktioner
Tva olika modeller:

» y=Ca*

> y=Ce*

e y=virde

e ( = startvarde

e x=tid

e a/ek = forandring

Véaxande: I

T

Avtagande:

Begrepp

‘ Begrepp Betydelse

Kontinuerlig funktion Sammanhangande funktion

Diskret funktion Ej sammanhangande funktion

Gransvarde N&r man gar valdigt ndra en viss

punkt eller mot odndligheten.
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Derivata

e En sekant ger medelfériandringen mellan tva punkter.

e En tangent ger lutningen, derivatan, i en punkt.

Exempel: f(x) = —0,5x2 + 2,5x + 7
a) Bestam medellutningen mellan x = 2 och x = 6.
b) Bestam lutningen i punkten x = 5.

a) For att berdkna medellutningen drar vi en sekant
mellan de tva punkterna:

-

(2,10)

(6,4)

Sekantens lutning berdknas:

A 4-10 -6
=2 WS 15

T Ax T 6-2 4

b) For att berdkna lutningen drar vi en tangent till
grafen i punktenx =5

ly

(57)

(7.2)

Tangentens lutning berdknas:
Ay 2-7 -5
Ax  7-5 2 ’
Svar: a) Medellutningen mellan x =2 och x = 6 4 —1,5.

b) Lutningen vid x = 5 ar - 2,5.

Komihag:
e For att ta fram en sekant anvander vi tva punkter
pa funktionen.
e For att ta fram en tangent drar man en linje som
har samma lutning som grafen i just den punkten.
Man anvander en punkt pa funktion och en annan
punkt fran tangenten.
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Derivatans definition
Derivatans definition utgar fran en sekant mellan tva
punkter dar avstandet mellan punkterna kallas h.

Yo y=1in

f(x+hy

\@/ , X
/

N&r man minskar vardet pa h blir avstandet mellan
punkterna mindre och mindre. Om man gor h oandligt
litet hamnar punkterna oandligt nara varandra, och
resultat blir att man far fram lutningen i en punkt.

f100) = lim

fx+h) - f)
h

Med derivatans definition kan vi ta fram en funktion som
beskriver lutningen i varje punkt.

Exempel: Derivera f(x) = 2x2 + x med derivatans
definition.

fe+h)—f)  QEx+h)?+x+h)—Q2x*+x)

h h
_(2x* +4xh +2h* +x+h) — (2x* +x)
= - =
4xh + h+ 2h?>  h(4x + 1+ 2h)
= h = h =4x+1+2h

Svar: f'(x) = lim,_y4x + 1

Deriveringsregler
Vi kan ta fram en funktion som beskriver hur grafen

forandras med hjalp av deriveringsreglerna.
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Regler Exempel
fx) f'(x) f) f'(x)
x™ n-x™1 2x3 6x?2
C-a* C-lna-a* | 4-1,05* 4-.1n1,05-1,05*
C ek k-C-e* 20e705% —10-e705%
1 10
Inx — 10Inx —
x x
Komihag:

e Derivata = lutningen i en punkt = f'(x)

e Derivatan av en x-term = talet framfor x-et.
e Derivatanavetttal=0

e Derivera olika termer var for sig.




Extrempunkter
Det finns tre olika typer av extrempunkter. For alla

extrempunkter galler att derivatan ar noll.

o f'(x) = 0> Extrempunkt

Maximipunkt
—>
+ 0 —
Minimipunkt
—>
-0 +
A
Terrasspunkt
>
+ 0 + -0 -
Teckenschema

N&r man ska bestdmma typ av extrempunkt for en
funktion gér man ett teckenschema/teckenstudie.

Exempel: Bestdam extrempunkterna for funktionen

3
flx) = —x? + 3x% — 8x har extrempunkter samt vad
for sorts extrempunkter det ar.

1. Vi deriverar med deriveringsreglerna:
fl(x)= —x*+6x—38

2. Visdtter f’(x) = 0 och léser ekvationen:
0= —x?>+6x—8

x2—6x+8=0
x=31++y32-8x=3%1

X1 =2 Xy =4

3. Vi gor ett teckenschema for att se vad det ar for typer
av extrempunkter:

x 1 2 3 4 5

f(x) - 0 ¥ 0 -

f(x) N | = | 7T

4. Vi berdknar y-viardena i punkterna.

3

2
f(2)=—?+3-22—8-2z—6,7

43
f(4)=—?+3-42—8-4z—5,3

Svar: Funktionen har en minimipunkt vid (2; —6,7) och
en maximipunkt vid (4; —5,3).
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Andraderivatan beskriver hur derivatan forandras.

Bestiamning av extrempunkter
Funktionen f(x) har en extrempunkt dar f'(x) = 0. Med

andraderivatan kan bestdmma vilken typ av extrempunkt
det ar:

e f’(x) > 0 = minimipunkt
e f’(x) < 0 - maximipunkt

Obs! Om f"'(x) = 0 maste man gora ett teckenschema
for att bestdamma typen av extrempunkt.

Exempel: Bestam extrempunkter till funktionen
f(x) = e%* — 2x med hjilp av andraderivata.

1. Derivera
f'(x) =0,5e%* -2

2. ff(x)=0
0,5e%* —-2=0
0,5e%5% =2
e05x = 4
0,5x =1In4

In4
x = =~

=~

0,5 8

3. Kontrollera typ av extrempunkt med f''(x)
f"(x) = 0,25¢%5*
f"(2,8) = 0,25¢%528 ~ 1 > 0 > Buktar upp
- Minimipunkt

4. Tafram y-varde
fx) =e%* —2x
f(2,8)=e%28-2.2,8~—15

Svar: Minimipunkt vid (2,8; —1,5)

Konkavitet
En grafs konkavitet innebar hur den buktar. Férhallandet
mellan en grafs konkavitet och andraderivata ar:

e f’(x) > 0 —= konkav uppat
e f’(x) < 0 - konkav nedat
f’(x) = 0 = byter konkavitet

Forhallandet illustreras i figuren nedan.

B‘V
2
1
A
1 1 ] 3 5|
yu < O y” s0
'4 yu:'o

Den punkten dar grafen byter konkavitet kallas for
inflexionspunkt. En inflexionspunkt har kriteriet att
andraderivatan ar noll men att derivatan inte ar noll.

o f”(x) =0o0ch f'(x) # 0 > inflexionspunkt
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Berikningar
Integraler Ty neat
e . b
Primitiva funktioner ff(X)dx = [F(x)], = F(b) — F(a)
En funktion F (x) kallas for en primitiv funktion till f(x) a. . L L
om F'(x) = f(x). dar F(x) ar en primitiv funktion till f(x).
En primitivfunktion tas fram genom att tillampa s.k. |
baklangesderivata.
Regler
/t(x) F(x) \
k kx+C
n+1
X" ¢
n+1
kx
ekx e_ I
X +
X
a* +C
In (a) « .
Exempel: Bestam det markerade omradet nedan.
1

\; In(x) + C / .

Integraler
Integraler och areor flx)=-2x2 + 14x - 20
En integral innebar summan av funktionsvérden.
Integralens varde ar samma som arean under grafen sa
ldnge grafen ar Gver x-axeln. Nar grafen gar under x-axeln
uppstar en skillnad mellan integralens varde och arean.

Integral Area ]

Kan vara positiv, negativ Kan vara positiv eller noll.
eller noll.
Ingen enhet Areaenheter (a.e.)
\ 1. Ta reda pa gransvirdena.
10 a.e.

f(x)=—-2x2+14x—-20=0

Area:10 a.e.
= — grak:

x>?—7x+10=0

x=354+352-10

x=35+15>2>x,=2,x,=5

Area:10 a. e. 2. Stéll upp och anvand formeln.

-W_; Integral: —10 5 243 5
— 242 — =|—— 2 _ =
/ f( 2x% + 14x — 20) dx [ St x ZOx]
2

2

2.5° 2.28
=(-=5—+7-5-20-5)~ (-5 +7-22~20-2

=(-8,33) — (-17,33) = -8,33 + 17,33 =

//% Area:10+5=15a.e. =9
— Integral: 10 =5 =5

Svar: 9

5a.e.

.
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Trigonometri

Trigonometri
Definitioner
For en ratvinklig triangel galler foljande:

motstdende katet _ a

e sinv=
hypotenusan c
narliggande katet b
. cosy=—— = —
hypotenusan c
motstaende katet a
o tanv=—""—"—7—=-
narliggande katet b
C
a
v
b
Enhetscirkeln

| enhetscirkeln kan en punkts koordinater uttryckas med

sinus och cosinus. \

y
P(x,y)
\ v X

¢ >

i

® COSVvV =X

e sinv=y

Y

sinv
e tanv=2=
X cosv

~

Samband

{sin(180 —v) =sinv
cos(180 — v) = —cosv

{sin(—v) = —sinv
cos(—v) = cosv

y =sinv

v

sin?v + cos?v =1

1N

Pythagoras sats: x> + y?> =1
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Triangelsatser

Formler
b-c-Sin A
2

e Areasatsen: T =

. sin A sin B sinC
e  Sinussatsen: = =
a b c

e  Cosinussatsen: ¢ = b? + a® — 2ba - cos C

B

A C

Tva lésningar

Sinussatsen & Triangelsatsen

Nar man arbetar med sinus sa maste man alltid rakna
med att det kan finnas tva |6sningar, da man kan fa tva
olika vinklar. Detta eftersom sin v = sin(180 — v).

Det finns inte tva I6sningar om:

e  Vinkelsumman > 180°
e Allasidor ar kdnda

Cossinussatsen

Nar man arbetar med cos finns det ingen mojlighet att
man far fram tva olika vinklar. Daremot kan det ndr man
anvander cossinussatsen bli en andragradsekvation med
tva rotter. Detta innebar att det i sa fall finns tva majliga
trianglar.

Exempel
Berdkna vinkel C

c 7.0cm

58° 8,0 cm ¢

Vi kan har inte rakna ut vinkel C direkt, utan far bérja
med att rdkna ut vinkel B.

sinA sinB

a b

b-sin4A 8,0-sin58

a 70

8,0 - sin58
7,0

B, = 75,7° B, = 180° — 75,7° = 104,3°

C=180°—-A—-B

C, = 180° — 58° — 75,7° = 46,3°

C, = 180° — 58° — 104,3° = 17,7°

sinB =

B =sin™! ( ) = 75,7°

Svar: Vinkel C kan vara 46,3° eller 17,7°.

5|Sida



Oversikt: Funktioner — Matematik 3

Typ Linjdra funktioner Potensfunktioner Exponentialfunktioner
Forklaring x upphdojt med 1 (ingen exponent). x upphdjt med vilket tal som helst. X som exponent.
Andragradsfunktion: y = ax®+bx+c y = Ca* y = Ce**
. _— — 3 2
Allmén formel y=kx+m Tredjegradsfunktion: y=ax>+bx*+cx+d oy = virde
e ( = startviarde
Fjardegradsfunktion: y=ax*+bx3+cx?+dx+e o x=tid
e a/e* = forandring
Osv...
Utseende - _I_.; _]___; _'____; I R
i ] o '
f() =kx+m flx) =x" f(x) = Ca* L F(x) = Ce
Derivata |
flx) =k fl(x)=n-x"1 f'(x) =Ina-Ca* L f(x) = kCe™*
fG) =kx+m fe) =x" f&x) =a* L f(x) = e
Primitiv funktion kx? n+1 a* ekx
= = Fx)=—+C l =—
F(x) 5 +mx+C F(x) n+1+C ) ma EF(x) - +C
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